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Sprachen und Automaten 1 Endliche Automaten

1 Endliche Automaten

So arbeiten Sie mit dem Skript: Jeder Automatentyp wird erkldrt und an Beispielen durch-
gerechnet. Die Kisten ,auf einen Blick“ fassen ihn zusammen. Abschnitt 9 enthélt Ubungen,
Abschnitt 10 die Losungen. Alle Diagramme und Tabellen sind mit einem Programm aus densel-
ben Ubergangstabellen erzeugt und an allen kurzen Wértern gepriift. Zum Ausprobieren eignet
sich FLACI im Browser: https://flaci.com

1.1 Was ist ein Automat?

Fin Automat steuert sein Verhalten selbst: Er hat innere Zustinde, und seine Reaktion hangt von
der Eingabe und vom aktuellen Zustand ab (ein Schaltnetz dagegen nur von der Eingabe). Formal
ist ein Automat ein Tupel A = (X,Y, S, 50,9, w):

X Eingabealphabet (endliche, nicht leere Menge von Zeichen)

Y Ausgabealphabet

S endliche, nicht leere Menge von Zusténden, sg € S ist der Startzustand
§:8%x X — S Ubergangsfunktion: aus Zustand und Zeichen wird der Folgezustand

w Ausgabefunktion: w : S — Y (Moore) bzw. w: S x X — Y (Mealy)

Automaten mit Ausgabe gibt es in zwei Formen:

Moore-Automaten geben in jedem Zustand etwas aus. Die Ausgabe steht im Diagramm im Zu-
stand (z.B. S3/1).

Mealy-Automaten geben bei jedem Ubergang etwas aus, die Ausgabe hingt also auch von der
Eingabe ab. Sie steht an der Kante (Eingabe/Ausgabe).

Zu jedem Mealy-Automaten gibt es einen gleichwertigen Moore-Automaten und umgekehrt; der
Moore-Automat braucht meist mehr Zustdnde. Der wichtigste Automat dieses Skripts hat dagegen
gar keine Ausgabe: der DEA (Abschnitt 2).

1.2 Moore-Automaten

Beispiel TOR: Auf einer Leitung kommen die Buchstaben M, O, T, R an. Der Automat soll jedes
Auftreten von TOR melden, also 1 ausgeben, wenn die Eingabe zuletzt auf TOR endete. Die Ausgabe
steht im Zustand.
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0 M O T R Ausgabe
So (Start) So So S1 So 0
S So Sy S1 So 0
Sa So So S1 S3 0
S3 So So S1 So 1

Formal: A= (X,Y, S, sp,d,w) mit X = {M, O, T, R} ;

={0,1}; dundw:S — Y: siche Tabelle.

S = {So, S1, Se, S3};

so=5p; Y

Aus S5 fiihrt ein T sofort nach Sy, denn es kénnte ein neues TOR beginnen. Alle anderen Zeichen

fithren zuriick nach Sy.

Beispiel 1101: Erkannt werden soll das Bitmuster 1101 (die Zahl 13) am Ende der Eingabe. Mit
Startzustand braucht man fiinf Zustande (Si: die letzten Zeichen stimmen mit den ersten k Zeichen

von 1101 tiberein).

0 1
1
1 0
1
O D Dy O
0

0
0 0 1 Ausgabe
SO (Start) S() Sl 0
Si So S 0
So S3 52 0
S3 So S 0
54 So 52 1

Ein Lauf mit Zustands- und Ausgabefolge: Die Ausgabe 1 erscheint genau nach jedem 1101.
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gelesen -0 1 1 0 1 0 1 1 0

Zustand SO SO Sl SQ Sg 54 SO Sl SQ Sg
Ausgabe 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0

Beachten Sie die Ubergéinge zuriick: Nach 1101 und einer weiteren 1 stehen am Ende 11, das sind

schon zwei passende Zeichen (S 1 S3). Man fragt immer: Welcher lingste Anfang des Musters
steht gerade am Ende?

1.3 Mealy-Automaten

Beispiel Kaffeeautomat: Der Automat nimmt nur 1-Euro-Minzen an, héchstens 2 Euro. Taste
KK gibt einen kleinen Kaffee fiir 1 Euro, Taste KG einen grofien fiir 2 Euro. Die Ausgabe héngt
vom Guthaben (Zustand) und von der gedriickten Taste ab — also ein Mealy-Automat.

Zustande Eingaben Ausgaben

So: 0 Euro eingeworfen  F4: 1-Euro-Miinze Yy: keine Ausgabe
S1: 1 Euro eingeworfen  Fs: Taste KG (2 Euro)  Y;: Kaffee klein
Sa: 2 Euro eingeworfen  Es: Taste KK (1 Euro) Ys: Kaffee gro8

E>/Yy, Es/Yo Ex/Yy E\/Yy

Ey/Ys

1) | w E1 E2 E3

So SilYe SolYe SolYo
S1 Se| Yy Si|Ye SolMa
So So Yo SolYe S1|Y:

Formal: M = (X,Y, S, s0,0,w) mit X = {E1, Es, Es} ; S = {So, S1, S2}; so=8p; Y =
{Yo, Y1, Y2}; dund w:S x X — Y: siche Tabelle.

Ein typischer Denkfehler: Bei einer Ausgabe wird auch das Geld abgezogen, der Zustand dndert
sich also mit. Ein Lauf:

Eingabe - E1 E1 E3 E1 E2
Zustand So Sl SQ Sl SQ S(]
Ausgabe - Yy Y5 Y1 Yy Y,
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2 Der DEA — Automat ohne Ausgabe

2.1 Definition und Abgrenzung

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA, auch Akzeptor oder erkennender Automat) gibt
unterwegs nichts aus. Er liest ein Wort Zeichen fiir Zeichen und entscheidet erst am Ende: akzeptiert
oder verworfen. Statt einer Ausgabefunktion hat er eine Menge von Endzustinden:

Ein DEA ist ein Tupel A = (X, S, so, 0, E) mit Eingabealphabet X, endlicher Zustandsmenge S,
Startzustand so € S, Ubergangsfunktion § : S x X — S und Endzustandsmenge E C S.
Deterministisch: Zu jedem Paar (Zustand, Zeichen) gibt es genau einen Folgezustand.

Akzeptiert: Ein Wort wird akzeptiert, wenn der Automat nach dem letzten Zeichen in einem
Endzustand steht.

DEA (Akzeptor) Moore-Automat Mealy-Automat
Tupel (X,S,s0,0, F) (X,Y, S, s0,0,w) (X,Y, S, s0,0,w)
Ausgabe keine — nur ja/nein am in jedem Zustand, bei jedem Ubergang,
Wortende w:S—=Y w:SxX->Y
im Diagramm  Doppelkreis = Zustand/Ausgabe Kante
Endzustand Eingabe/Ausgabe
Leitfrage Gehort das Wort zur Was meldet der Was passiert beim
Sprache? Zustand? Ubergang?
Beispiel Barcode priifen TOR-Melder Kaffeeautomat

Ein DEA ist ein besonderer Moore-Automat mit der Ausgabe 1 in den Endzustdnden und 0 sonst
— aber man schaut nur auf die letzte Ausgabe. Genau dadurch wird er zum Werkzeug fiir Sprachen:
Die Menge aller akzeptierten Worter ist die Sprache des Automaten. Darum geht es in allen weiteren
Abschnitten.

2.2 Startbeispiel: ein Barcodescanner

Viele Strichcodes (z. B. Code 39 auf Etiketten und Ausweisen) beginnen und enden mit einem Start-
/Stoppzeichen *. Der Scanner soll nur Codes der Form *Ziffern* annehmen, also *, mindestens
eine Ziffer, *. Zur Vereinfachung steht Z fiir irgendeine Ziffer 0-9; das Alphabet ist X = {x, Z}.
Die Zustande merken sich, wie weit der Code schon gelesen ist: Sy (noch nichts), S; (Startzeichen
gelesen), So (mindestens eine Ziffer), S3 (Stoppzeichen gelesen, Endzustand). Jedes falsche Zeichen
fihrt in den Fangzustand F', aus dem es kein Zuriick gibt.

Start —>( So

*,7
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) *  Z Endzustand?
So (Start) S; F nein

S1 F S nein

So S3 S nein

Ss F F ja

F F F nein

Formal: A = (X, S, 50,9, F) mit X = {*, Z} (Z = beliebige Ziffer 0-9); S = {Sy, S1, S2, S3,
F};  so=S0; E ={S3}; ¢: siche Tabelle.

Vier Léufe (jede Ziffer zahlt als Z):

Code Zustandsfolge Ergebnis

*4711% Sy S1 S9 Sy So Sy S3  akzeptiert
*4711 So S1 852 S5 S5 5 verworfen
*% So 51 F verworfen
4711% SOFFFFF verworfen

Bei *4711 fehlt das Stoppzeichen: Der Automat steht am Ende in Sy, kein Endzustand. Der Fang-
zustand macht den DEA wollstdndig — zu jedem Zustand und jedem Zeichen gibt es genau einen
Folgezustand.

2.3 Zweites Beispiel: Strichbreiten lesen

Fin echter Scanner sieht keine Zeichen, sondern Striche. Er misst nacheinander die Breite jedes
schwarzen Strichs und jeder weilen Liicke (in Moduln, der schmalsten Breite) und liefert eine Zah-

lenfolge mit Trennzeichen:
3 11 2 11 3

Scannerausgabe: 3-1-1-2-1-1-3
Erst diese Folge priift der DEA. Giiltig ist sie, wenn

o jede Breite eine einzelne Ziffer 1-4 ist (Z) und zwischen zwei Breiten genau ein Trennzeichen
- steht,

e der Code mit einem schwarzen Strich beginnt und endet. Da sich Strich und Liicke abwechseln,
ist die Anzahl der Breiten ungerade.

Der Automat muss sich deshalb zweierlei merken: ob er gerade eine Breite oder ein Trennzeichen
gelesen hat und ob die letzte Breite zu einem Strich oder zu einer Liicke gehorte. A: Strich gelesen
(Endzustand), B: Trennzeichen, als Néchstes kommt eine Liicke, C: Liicke gelesen, D: Trennzeichen,
als Néchstes kommt ein Strich. Damit das Diagramm {ibersichtlich bleibt, ist der Fangzustand F'
nicht eingezeichnet: Jeder fehlende Ubergang fiihrt nach F (in der Tabelle vollstindig).
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Start —>( Sp z @ — e
Z Z
0 Z - Endzustand?
So (Start) A F nein
A F B ja
B C F nein
C F D nein
D A F nein
F F F nein
Breitenfolge Zustandsfolge Ergebnis
3-1-1-2-1-1-3 Sy ABCDABCDABCDA akzeptiert
3-1-1-2 SSABCDABC verworfen
3--1-1 SSABFFFF verworfen
3-12-1 SSABCFFF verworfen
-3-1-1 SOFFFFFF verworfen

Als Sprache: L = {Z(-Z-Z)" | n > 0} — eine, drei, finf, ... Breiten. Ein echter EAN-Code priift
zusatzlich Randzeichen und eine Priifziffer; auch das kann ein (groBerer) DEA.
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2.4 Akzeptoren und ihre Sprache
Beispiel: Ein Automat liest Woérter aus a und b und soll akzeptieren, wenn das Wort auf ab endet.

Die Zustdnde merken sich, wie viel vom Muster schon passt: Sy (nichts), S (zuletzt a), So (zuletzt
ab, Endzustand).

Start —>

1) a b Endzustand?
b So (Start) S1 So nein

Si S1 S nein

Sb ‘91 Sb ja

Der Startzustand hat einen Pfeil ,Start, Endzustdnde einen Doppelkreis. Ein Lauf zeigt, welche
Zusténde ein Wort nacheinander besucht, hier fiir abaab:

FN A S N N SN LN <

Der Automat endet in Sy, das Wort wird akzeptiert.

Ein Wort wird also akzeptiert, wenn sein Lauf in einem Endzustand endet, sonst verworfen. (In
Biichern schreibt man fiir den Lauf auch kurz §*(Sp, abaab) = Ss.) Die Menge aller akzeptierten
Worter ist die Sprache des Automaten, hier:

L(A) ={w € {a,b}* | w endet auf ab }.

Quelltext 1: Einen DEA simulieren: Ubergiinge als Wérterbuch

1 delta = {(IISOH, nan): ”Sl", ("SO", "b"): nson,
("Sl" uan): ngqn ("Sl" "b")! ngon
(I|S2ll’ nau): us]_n, (llsQH’ "b"): nsou}
ende = ["52"]

def akzeptiert (wort):
zustand = "SO"
for zeichen in wort:
zustand = deltal[(zustand, zeichen)]

10 return zustand in ende
print (akzeptiert("abaab")) # True
print (akzeptiert("aba")) # False

Endlicher Automat (DEA) auf einen Blick

Speicher nur der aktuelle Zustand (endlich viele)

Arbeitsweise liest Zeichen fiir Zeichen, §(Zustand, Zeichen) = Folgezustand

Erkennt regulére Sprachen (Typ 3)

Typischer Fehler fehlende Ubergiinge; bei Mustererkennung nach einem Fehlzeichen zu weit zuriick-
springen
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3 Einen DEA minimieren

Ein selbst entworfener Automat hat oft mehr Zustinde als notig. Zwei Zustédnde p, ¢ heiflen dqui-
valent, wenn sie sich von auflen nicht unterscheiden lassen: Jedes Wort, dessen Lauf von p aus in
einem Endzustand endet, endet auch von ¢ aus in einem Endzustand — und umgekehrt. Aquivalente
Zustdnde darf man verschmelzen. Der Automat ohne dquivalente und ohne unerreichbare Zustiande
ist der Minimalautomat; er ist bis auf die Namen eindeutig.

Tabellenverfahren (Markierungsverfahren)

0. Nicht erreichbare Zustande streichen.

1. Alle Paare {p, ¢} in eine Dreiecksmatrix eintragen.

2. Runde 0: Paare markieren, bei denen genau einer ein Endzustand ist (sie unter-
scheidet das leere Wort).

3. Runde 1, 2, ...: Ein unmarkiertes Paar markieren, wenn es ein Zeichen x gibt,
sodass {d(p, z), d(g, )} schon markiert ist. Wiederholen, bis sich nichts mehr &ndert.

4. Unmarkierte Paare (o) sind dquivalent: verschmelzen, Ubergiinge umlenken.

Beispiel: Ein DEA mit sechs Zusténden tiber {a,b}, Endzustinde Zy und Zs:

) a b Endzustand?
20 (Start) Z3 1 ja

Zl Z4 ZQ nein

Z2 Zg Zg nein

Z3 ZQ Z4 ja

Z4 Z1 Z5 nein

Z5 Z5 ZO nein

Runde 0: Markiert werden alle Paare aus einem End- und einem Nicht-Endzustand: {Zy, 7},
{20, 22}, {20, Za}, {20, Zs}, {21, Z3}, { Z2, Z3}, {23, Za}, {Z3, Zs}-

Runde 1: {Z;, Z5}: mit b nach {Zs, Z3}; {Z1,Z5}: mit b nach {Z2, Zy}; {Z2, Z4}: mit b nach
{Zs,Zs}; {Z4, Z5}: mit b nach {Z5, Zp} — jeweils ein in Runde 0 markiertes Paar, also wird markiert.
Runde 2: Fiir die iibrigen Paare fithrt kein Zeichen auf ein markiertes Paar. Es dndert sich nichts
mehr.

Zo 41 Za Z3z Zy
Z11 0
79 0 1
Z3 e} 0 0
Zy | 0 o 1 0
Z=lo 1 o o0 1

Die Zahl in der Zelle ist die Runde der Markierung. Unmarkiert bleiben {Zy, Z3}, {Z1,Z4} und
{Z3,Z5}. Mit A ={2y,Z3}, B=1{Z1,Z4}, C ={Z2, Zs} entsteht der Minimalautomat:

a a a
b b
Start —> @ B
b

10
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Jetzt sieht man, was der Automat tut: a dndert nichts, b zdhlt weiter. Er erkennt die Worter, in
denen die Anzahl der b durch 3 teilbar ist.

Merke: Ein Endzustand ist nie dquivalent zu einem Nicht-Endzustand. Verschmolzen werden
immer ganze Klassen; die Aquivalenz ist transitiv. Bleibt in der Matrix kein Paar unmarkiert, war
der DEA schon minimal.

Zur Kontrolle mit FLACI: Automat unter Abstrakte Automaten (https://flaci.com) ein-
geben — DEA minimieren. Vergleichen Sie das Ergebnis mit Ihrem Minimalautomaten — das
Verfahren selbst iben Sie aber von Hand.

Schritt fiir Schritt nachvollziehen: Die Simulation auf g-ymnasium.de/index.php/automaten
zeigt das Tabellenverfahren Runde fiir Runde mit Dreiecksmatrix und Begriindung; eigene Auto-
maten lassen sich eintippen.

4 Nichtdeterminismus und regulire Sprachen

4.1 Formale Sprachen

Jeder Akzeptor legt eine Menge von Wortern fest — eine Sprache. Ein Alphabet ¥ ist eine endliche
Menge von Zeichen, ein Wort eine endliche Zeichenfolge (|w| ist die Lange, ¢ das leere Wort), >*
die Menge aller Worter. Eine formale Sprache ist eine Teilmenge L C 3*. Sprachen, die ein DEA
erkennt, heiflen requldr.

4.2 Nichtdeterministische Automaten (NEA)

Bei einem NEA darf es zu (Zustand, Zeichen) mehrere oder keinen Folgezustand geben. Ein Wort
wird akzeptiert, wenn es mindestens einen Weg in einen Endzustand gibt. NEA sind oft leichter zu
entwerfen. Beispiel ,,endet auf ab“: Der Automat ,rit*, wann das letzte ab beginnt.

a,b
b
SG, S ¢ S

Man verfolgt alle moglichen Wege gleichzeitig, also die Menge der erreichbaren Zustidnde. Fiir abab:
{90} = {90, 01} — {90,%} — {90, 01} = {qo, g2} — die letzte Menge enthélt den Endzustand g2, das
Wort wird akzeptiert.

4.3 Vom NEA zum DEA: die Teilmengenkonstruktion

Genau diese Mengen werden die Zustédnde eines DEA. Das Verfahren:

11
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Teilmengenkonstruktion

1. Startzustand des DEA ist die Menge {qo}-

2. Fir eine noch nicht bearbeitete Menge M und jedes Zeichen x: Sammle alle Zu-
stande, die von irgendeinem Zustand aus M mit x erreichbar sind. Diese Menge ist
der Folgezustand.

3. Ist die Folgemenge neu, kommt sie als neue Zeile in die Tabelle. Wiederholen, bis
keine neue Menge mehr entsteht.

4. Endzustdnde des DEA sind alle Mengen, die mindestens einen Endzustand des NEA
enthalten.

Schritt fiir Schritt fiir den NEA ,endet auf ab*:

1. {qo}: mit a nach {qo,¢1} (neu), mit b nach {qo}.
2. {qo, ¢1}: mit a nach {qo, ¢}, mit b nach {qo, ¢2} (neu).
3. {490, ¢2}: mit a nach {qo, q1}, mit b nach {qo}.

Es entstehen keine weiteren Mengen. Die Tabelle des DEA:

DEA-Zustand a b Endzustand?
{a0} {01} {ao} nein

{90, 1} {0, a1} {q0, a2} nein

{90, @2} {e0.a1}  {ao} ja

Das ist — bis auf die Namen — genau der DEA aus Abschnitt 2.4: {go} = So, {q0, 1} = S1, {q0, 2} =
So. NEA erkennen also keine anderen Sprachen als DEA. Im ungiinstigsten Fall hat der DEA aber
2™ Zusténde bei n NEA-Zusténden.

4.4 Zweites Beispiel: Worter, die abb enthalten

Der NEA rat, wo das Teilwort abb beginnt, und bleibt danach im Endzustand g¢s:

a’ab a,b
b b

. {qo}: mit a nach {qo,q1} (neu), mit b nach {qo}.

. {qo, 1 }: mit a nach {qo, ¢}, mit b nach {qo, g2} (neu).

. {90, q2}: mit a nach {qo, ¢1}, mit b nach {qo, q3} (neu).

. {90, ¢3}: mit a nach {qo,q1,¢3} (neu), mit b nach {qo, g3}

- {20, q1,q3}: mit a nach {qo,q1,¢3}, mit b nach {qo, g2, g3} (neu).
. {qo,q2,q3}: mit a nach {qo,q1, g3}, mit b nach {qo, g3}-

S Tt s W N

12
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DEA-Zustand a b Endzustand?
{q0} {q0. a1} {a0} nein

{90, a1} {90, a1} {q0, @2} nein

{q0, @2} {q0, a1} {q0, a3} nein

{q0, 93} {00, 1,03} {qo0,93} ja

{90, q1, 43} {90, 01,3} {90, 92,93} ja

{90, 92, 43} {00, 01,03} {qo0, 43} ja

Mit den Namen Dy = {qo}, D1 = {q0,q1}, D2 = {qo, a2}, D3 = {qo0,43}, D1 = {q0,q1,43}, D5 =
{90, q2, q3} ergibt sich ein DEA mit 6 Zusténden:

b a b

b
(o)y——() (o)——
Start —>

Er ist korrekt, aber nicht minimal: Die drei Endzustdnde D3, D4, D5 sind dquivalent (wer abb schon
gelesen hat, bleibt akzeptiert). Das Tabellenverfahren aus Abschnitt 3 verschmilzt sie; iibrig bleibt
ein Minimalautomat mit 4 Zustédnden. Typischer Ablauf in der Praxis: NEA entwerfen — Teilmen-
genkonstruktion — minimieren — genau so wie in FLACI.

4.5 Grenzen endlicher Automaten

Nicht jede Sprache ist regulér. Fir L = {a"b" | n > 1} = {ab, aabb, aaabbb, ...} miisste der Automat
die Anzahl der a unbegrenzt mitzédhlen. Ein DEA mit k& Zustdnden kann aber nur k£ verschiedene
Situationen unterscheiden: Liest er al, a2, ..., a*t!, so landet er fiir zwei verschiedene Anzahlen o’
und o’/ im selben Zustand — und kann a’b’ (richtig) nicht mehr von a’/b’ (falsch) unterscheiden.

Dafiir braucht man einen Speicher (Abschnitt 6).

NEA auf einen Blick

Speicher Menge der méglichen Zustédnde

Arbeitsweise alle Wege gleichzeitig verfolgen; akzeptiert, wenn ein Weg im Endzustand endet

Erkennt genau die reguldren Sprachen (wie der DEA)

Typischer Fehler Teilmengen vergessen, die erst spater entstehen; leere Menge () als Zustand nicht
eintragen

13
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5 Grammatiken

Ein Automat prift Worter, eine Grammatik erzeugt sie: Man beginnt mit einem Startsymbol und
ersetzt nach Regeln, bis nur noch Zeichen des Alphabets iibrig sind.

Grammatik G = (N, T, P,S): N Nichtterminale (Variablen, hier Grobuchstaben), T Terminale
(die Zeichen der Wérter), P Produktionen (Regeln) o — 3, S € N das Startsymbol.

u = v: v entsteht aus u durch eine Regelanwendung. Die erzeugte Sprache ist L(G) = {w € T™* |
S =* w }. Mehrere Regeln mit gleicher linker Seite schreibt man mit ,,|“: A — a | bA.

5.1 Beispiele

a™b™ mit S — aSb|ab: S = aSb= aaSbb = aaabbb. Jede Anwendung von S — aSb setzt auflen
ein a und ein b — genau das Mitzéhlen, das ein DEA nicht kann.

Klammerterme mit S — (5)S | e:
5= (8)5 = ((5)5)5 = (055 = (0)S = (0)(9)S5 = (0)0S = (0)0-

Palindrome mit S — aSa |bSb|a|b|e: S = aSa = abSba = abbba.

5.2 Die Chomsky-Hierarchie

Noam Chomsky ordnete Grammatiken 1956 nach den erlaubten Regeln in vier Typen. Je strenger
die Regeln, desto einfacher der Automat, der die Sprache erkennt — und desto weniger Sprachen
lassen sich beschreiben. Die Beispiele stammen alle aus diesem Skript:

Typ Name erlaubte Regeln Automat Beispiele im Skript

3 reguldr A —aoder A—aB  DEA / NEA Barcodescanner (2.2),
(rechts hochstens ein Strichbreiten (2.3), ,endet
Nichtterminal, ganz auf ab* (2.4), ,enthalt
hinten) abb“ (4.4)

2 kontextfrei A — S (links genau Kellerautomat a™b™, Klammerterme,
ein Nichtterminal, Palindrome (5.1)
rechts beliebig)

1 kontextsensitiv. =~ « — § mit |a] < |J| linear a™bc
(nichts wird kiirzer) beschrénkte

™
0 rekursiv keine Einschriankung Turingmaschine  alles, was iiberhaupt
aufzéhlbar berechenbar ist (7)

Jede Regel vom Typ 3 ist auch vom Typ 2, jede vom Typ 2 (ohne e-Regeln) auch vom Typ 1 usw.
Die Sprachklassen liegen deshalb ineinander:
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Typ 0

Typ 2

Turing- a™b”, Typ 3
maschine Klammern, Barcode,
Palindrome sendet auf ab®

Die Grenzen sind echt: a"b" ist kontextfrei, aber nicht regulir (ein DEA kann nicht beliebig weit
zédhlen, Abschnitt 4.5); a™b™c™ ist kontextsensitiv, aber nicht kontextfrei (ein einziger Keller reicht
nicht). Faustregel: Muss sich ein Automat nur endlich viel merken — Typ 3. Muss er paarweise
zéhlen oder klammern — Typ 2. Ausblick: Auch Programmiersprachen werden mit kontextfreien
Grammatiken beschrieben; der Compiler priift die Syntax eines Programms mit einem Kellerauto-
maten.

5.3 Vom Automaten zur reguliren Grammatik

Ein Automat prift die Worter einer Sprache, eine Grammatik erzeugt sie. Fiir reguldre Sprachen
ldsst sich das eine direkt in das andere iibersetzen — so, wie es FLACI beim Export einer Grammatik
macht:

endlicher Automat Grammatik

Eingabezeichen Terminalzeichen T'

Zustande Nichtterminale N

Startzustand Sy Startsymbol Sy

Ubergang P 5 Q Produktion P — =z @Q

Ubergang P = Q in einen Endzustand QQ  zusitzlich P — x (hier darf das Wort aufhoren)
Fangzustand fallt weg (aus ihm entsteht nie ein Wort)

Beispiel 1: der Barcodescanner aus 2.2. Ubersetzt man jeden Ubergang aufer denen zum
Fangzustand F':

So—)*Sl
51 —)ZSQ
SQ—>*53|*|ZSQ

S5 hat keine eigenen Regeln mehr (aus Sj fiihren nur Uberginge nach F). Die Regel Sy — * S5
kann also nie zu einem Wort fithren und wird gestrichen. Ubrig bleibt

S() —>>I<Sl
51 — ZSQ
SQ — X ’ ZSQ

Die Ableitung des Codes *47* (also *Z Zx) entspricht genau dem Lauf durch den Automaten:

So = %51 = %4859 = *x L 7Sy = xZ L
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Beispiel 2: ,,endet auf ab* aus 2.4. Hier ist S, der Endzustand; jeder Ubergang nach S bekommt
die zusatzliche kurze Regel:

S() — a51 ‘ bS() Sl — aSl ’ ng ’ b SQ — a51 ‘ bS()

Die Regel S; — b ist notig, weil der Ubergang S; LN So in den Endzustand fithrt: Nach diesem b darf
das Wort zu Ende sein. Ohne die kurze Regel bliebe am Ende jeder Ableitung ein Nichtterminal
stehen — die Grammatik wiirde gar kein Wort erzeugen. S LN Sp fithrt dagegen nicht in einen
Endzustand, deshalb gibt es kein So — b.

Ableitung von babab: Sy = bSy = baS1 = babSs = babaS1 = babab. In FLACI erscheint dieselbe
Grammatik als S_0 -> a S_1 | b S_0 usw.

Umgekehrt wird aus einer reguldren Grammatik ein NEA: jedes Nichtterminal ein Zustand, dazu
ein neuer Endzustand F; aus P — Q wird P = Q, aus P — x wird P 5 E.

So iiben Sie mit FLACI: Automat zeichnen — Grammatik exportieren und mit der eigenen
Ubersetzung vergleichen. Kontrollfrage: Hat jeder Ubergang in einen Endzustand seine kurze Regel
P — z?
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6 Kellerautomaten

Fir a™b" oder korrekt geklammerte Terme muss ein Automat beliebig weit zdhlen kénnen. Ein
Kellerautomat bekommt dazu einen unbegrenzten Speicher, auf den er nur von oben zugreift: den
Keller (Stapel, last in — first out).

Kellerautomat: Eine Konfiguration ist (Zustand, Resteingabe, Keller). Ein Ubergang (z,z, Z) —
(2, B) bedeutet: Liest der Automat = und liegt Z oben auf dem Keller, so wechselt er nach 2’ und
ersetzt Z durch [ (oberstes Zeichen links). f = e: Z wird entfernt (pop); 8 = AZ: A wird
aufgelegt (push). Der Keller beginnt mit dem Bodenzeichen Z; die Endemarke # wird wie ein
Zeichen gelesen. Akzeptiert ist ein Wort, wenn die Eingabe gelesen und der Keller leer ist.

6.1 Beispiel a"0"

Jedes a legt ein A auf, jedes b nimmt eines weg; bei # muss das Bodenzeichen oben liegen. Mehr
passiert nicht: Der Keller wird aufgebaut und wieder abgerdumt. So sieht er beim Lesen von aaabbb#

aus:
A
A A A
A A A A A
1z ]| | z 7 7 Z zZ| | 2] lea

Start mnacha nacha nacha nachb mnachb nachb nach#

Warum schafft das kein DEA? Ein DEA hat nur seinen Zustand als Gedéchtnis — und davon
gibt es endlich viele. Um a™b™ zu priifen, miisste er sich die Anzahl der a merken, und die kann
beliebig groff sein. Hat er zum Beispiel 5 Zustdnde, landen zwei der Woérter a,aa, ..., aaaaaa
zwangslaufig im selben Zustand; dann reagiert er auf die folgenden b gleich und verwechselt richtige
mit falschen Wortern.

Der Keller ist das zusétzliche Gedéachtnis: unbegrenzt grof, aber wie ein Tellerstapel nur
von oben zugénglich. Fiir a”b" geniigt das, denn das zuletzt gezéhlte a wird als Erstes wieder
abgezogen.

Zustand liest Kellerspitze neuer Zustand neue Kellerzeichen

20 a Z 20 AZ
20 a A 20 AA
20 b A z1
Z1 b A Z1
21 # Z 21

Schritt Zustand Resteingabe Keller

0 20 aabb# Z

1 20 abb# AZ
2 20 bb# AAZ
3 z1 b# AZ
4 21 # Z

) 21 € €
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Bei aab# bliebe ein A iibrig (kein Ubergang fiir # auf A), bei abb# fehlt fiir das zweite b ein A. In
beiden Féllen bleibt der Automat stecken: nicht akzeptiert.

6.2 Beispiel Klammerterme

Eine 6ffnende Klammer legt ein K auf, eine schliefende nimmt eines weg (wie in der Parsingtabelle:
,Offnende Klammern kommen auf den Stapel, schlieende rdumen eine ab“).

Zustand liest Kellerspitze neuer Zustand neue Kellerzeichen

( KZ
KK

N = XN

N VW W

(
)
#

N VW W

Rechnung fiir (O O)#:

(2, (00 Z2) = (2, O00)#, KZ) = (2, )))#, KKZ) = (2, 0)#, KZ) = (2, ))#, KKZ) — (2, )#, KZ)
— (z, #, Z) — (2, €, €) — akzeptiert.

6.3 Aus einer Grammatik wird ein Kellerautomat

Zu jeder kontextfreien Grammatik gibt es einen Kellerautomaten mit nur einem Zustand. Der Keller
enthilt die noch abzuleitende Satzform und beginnt mit dem Startsymbol:

Ersetzen: Fiir jede Regel A — [: liegt A oben, ersetze es durch 5 (ohne zu lesen).

Abgleichen: Liegt ein Terminal x oben und wird = gelesen, entferne es.

Beispiel S — aSb | ab, Eingabe aabb:

Schritt Resteingabe Keller Aktion

0 aabb S

1 aabb aSb  Regel S — aSb

2 abb Sb a lesen und entfernen
3 abb abb  Regel S — ab

4 bb bb a lesen und entfernen
9 b lesen und entfernen
6 b lesen und entfernen

Gibt es zu einem Nichtterminal mehrere Regeln, muss der Automat die richtige raten: Er ist nichtde-
terministisch (NKA). Anders als bei endlichen Automaten sind NKA méchtiger als deterministische:
Die Palindrome erkennt nur ein NKA, weil er die Wortmitte nicht kennt. Die kontextfreien Sprachen
sind genau die Sprachen, die ein NKA erkennt. Fiir a™b"¢" reicht ein Keller nicht mehr.

Kellerautomat auf einen Blick

Speicher ein Keller (Stapel), Zugriff nur oben

Arbeitsweise Zeichen lesen, oberstes Kellerzeichen ersetzen (push/pop)

Erkennt kontextfreie Sprachen (Typ 2), z. B. a™b", Klammerterme

Typischer Fehler Keller beim Ende nicht leer; Spitze des Kellers rechts statt links notiert
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7 Die Turingmaschine

7.1 Aufbau

Endliche Automaten haben keinen Speicher, Kellerautomaten einen Keller. Die Turingmaschine
(Alan Turing, 1936) hat ein unendliches Band aus Feldern. Ein Schreib-Lese-Kopf liest das Feld,
auf dem er steht, iiberschreibt es und geht ein Feld nach links oder rechts — beliebig oft hin und her.

e O O I A I R Band (leeres Feld: _)

1

Steuerung ) )
Zustand qq Kopf liest, schreibt, wandert

Ein Schritt: (Zustand, gelesenes Zeichen) — (neuer Zustand, geschriebenes Zeichen, Kopf R / L
/ N).

Die Maschine hélt in einem Haltezustand (halt, bei Akzeptoren ja oder nein) — oder sie lauft
ewig. Fehlt fiir (Zustand, Zeichen) ein Ubergang, hilt sie mit nein. Im Diagramm steht an der
Kante gelesen/geschrieben, Richtung, z.B. 1/0,L. In den Rechnungen steht der Kopf in eckigen
Klammern.

7.2 Beispiel: unarer Inkrementer

Eine Zahl n steht als n Einsen auf dem Band; die Maschine hangt eine 1 an (n — n + 1).

Zustand liest neuer Zustand schreibt Kopf

q0 1 qo0 1 R
q0 _ halt 1 N

Rechnung fir 111: [1111 — 1[1]1 — 11[1] — 1111 — 111[1].

7.3 Beispiel: biniarer Inkrementer

Die Maschine addiert 1 zu einer Binédrzahl. Sie [duft in ¢y ans Ende, dann in ¢; zuriick: Jede 1 wird
zur 0 (Ubertrag), die erste 0 oder das leere Feld wird zur 1, dann hilt sie.

0/0,R
1/LR 1/0,L

/L _ /LN
Start —>| 9o q1
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Schritt Zustand Band (Kopf in [])

Zustand liest mneuer Zustand schreibt Kopf 0 qo [1]011
1 1[0]11
9o 0 9 0 R @
1 1 R 2 qo0 10[1]11
40 N L 3 o 101 [1]
7 - n - 1 o  1011[_]
a1 1 q 0 L
5 @ 101[1]_
q1 0 halt 1 N
halt | N 6 q1 10[1]0_
N - 7 @ 1[0]00_
8 halt  1[1]00_

Aus 1011 (11) wird nach 8 Schritten 1100 (12).

7.4 Beispiel: Akzeptor fiir a"0"

Die Maschine streicht abwechselnd das erste a (wird X) und das erste b (wird Y) durch. Sind alle a
verbraucht, prift sie in g3, ob nur noch Y folgen.

S (g a/X.R a/a,R
tart Oj > Y/Y,R

b/Y,L

a/a,L
Y/Y,L

Zustand liest neuer Zustand schreibt Kopf

q0 a T X R
9 Y q3 Y R
q a qQ a R
qQ Y qQ Y R
q b q2 Y L
) a 92 a L
q2 Y q2 Y L
92 X qo X R
q3 Y q3 Y R
q3 - ja _ N
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Schritt Zustand Band (Kopf in [])

0 q0 [a]labb
1 0 X[albb
2 q1 Xa [b] b
3 ¢ X[alYb
4 Q2 [X]aYb
5 qo X[alYp
6 @ XX[Y]b
7 " XXY [b]
8 & XX[Y]Y
9 ¢ X[X]YY
10 % XX[Y]Y
11 @ XXY [Y]
12 qs3 XXYY [_]
13 ja XXYY[_]

Nach 13 Schritten: ja. Bei aaabb findet die Maschine zum dritten a kein b mehr (g1, Kopf liest _,
kein Ubergang) und hilt mit nein. Mit derselben Idee — noch eine dritte Markierung — erkennt eine
Turingmaschine auch a™b"c", was kein Kellerautomat kann.

Quelltext 2: Eine Turingmaschine simulieren

1+ def turing(delta, band, zustand="q0"):
felder = {}
for i in range(len(band)):
felder[i] = band[i]
5 kopf = 0
while zustand not in ["halt", "ja", "nein"]:
zeichen = felder.get(kopf, "_") # leeres Feld
if (zustand, zeichen) not in delta:
return "nein", felder # kein Ubergang
10 zustand, schreibt, richtung = delta[(zustand, zeichen)]
felder[kopf] = schreibt
if richtung == "R":
kopf = kopf + 1
elif richtung == "L":
15 kopf = kopf - 1
return zustand, felder

inkrement = {(uqon’ Illll): (llqoll’ Illll’ "R”), (|Iqoll’ II_II): ("halt", ||1||’ IINII)}
print (turing(inkrement, "111")) # (Phalt’, {0: °1°, 1: ’1°, 2: °1°, 3: ’1°})

7.5 Was die Turingmaschine bedeutet

Church-Turing-These: Alles, was man iiberhaupt ,,mechanisch berechnen* kann — mit Papier und
Bleistift, mit einem Computer, mit jeder Programmiersprache —, kann auch eine Turingmaschine
berechnen. Ein Computer ist schneller und bequemer, aber nicht méchtiger.

Grenzen: Es gibt Probleme, die keine Turingmaschine 16sen kann. Das bekannteste ist das Hal-
teproblem: Es gibt kein Programm, das fiir jedes Programm und jede Eingabe entscheidet, ob es
irgendwann hélt. (Angenommen, es gibe so ein Programm H; dann baut man ein Programm, das
genau dann endlos lauft, wenn H sagt, dass es hélt — ein Widerspruch.)

Fleilige Biber: Welche Turingmaschine mit n Zustédnden schreibt auf ein leeres Band die meisten
Einsen und halt dann? Fir 2 Zustande ist es diese Maschine — 4 Einsen nach 6 Schritten:
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Schritt Zustand Band (Kopf in [])

Zustand liest neuer Zustand schreibt Kopf 0 A []
A _ B 1 R ) N
. Lot ;B Do
B - A L L 1 A [
B 1 halt 1 R 5 B 1[1]11
6 halt 110111

Schon fiir wenige Zusténde werden die Zahlen riesig, und es ist im Allgemeinen nicht berechenbar,
welche Maschine gewinnt — ein Beispiel fiir die Grenzen der Berechenbarkeit.

Turingmaschine auf einen Blick

Speicher unendliches Band, Kopf in beide Richtungen

Arbeitsweise lesen, schreiben, Kopf R/L/N, Zustand wechseln

Erkennt alle berechenbaren Probleme (Typ 0); hélt nicht immer

Typischer Fehler Kopfrichtung vergessen; leeres Feld am Bandende nicht beriicksichtigt

8 TUberblick

Modell Speicher Sprachklasse Beispiel
DEA / NEA keiner (nur Zustand) reguldr (Typ 3) endet auf ab, Anzahl b
durch 3 teilbar
Kellerautomat Keller kontextfrei (Typ 2) a™b™, Klammerterme,
(NKA) Palindrome
linear beschr. TM Band so lang wie die  kontextsensitiv (Typ abc"
Eingabe 1)
Turingmaschine unendliches Band rekursiv aufzdhlbar alles Berechenbare
(Typ 0)
Selbstkontrolle

Worin unterscheiden sich Moore- und Mealy-Automat?

Warum darf man beim Minimieren nie einen End- mit einem Nicht-Endzustand verschmelzen?
Warum erkennt ein NEA keine anderen Sprachen als ein DEA?

Warum kann kein endlicher Automat a™b" erkennen?

Was kann eine Turingmaschine, was ein Kellerautomat nicht kann?

Gl W=

Losungshinweise: 1. Moore: Ausgabe im Zustand; Mealy: am Ubergang, abhiingig von der Eingabe. 2.
Das leere Wort unterscheidet sie. 3. Teilmengenkonstruktion. 4. Endlich viele Zusténde konnen nicht
beliebig weit zéhlen. 5. Auf dem Band frei hin und her gehen und tiberschreiben, z. B. ab"c™ erkennen.
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9 TUbungen

Aufgabe 1 (DEA). Entwerfen Sie einen DEA tiber {a, b}, der alle Worter mit einer geraden Anzahl
von a akzeptiert (auch das leere Wort). Geben Sie Diagramm und Ubergangstabelle an.

Aufgabe 2 (Moore-Automat). Ein Moore-Automat liest eine Binérzahl von links nach rechts
und gibt 1 aus, wenn die bisher gelesene Zahl durch 3 teilbar ist. Tipp: Merken Sie sich den Rest
bei Division durch 3; ein angehéngtes Zeichen x macht aus der Zahl z die Zahl 2z 4 z. Rechnen Sie
die Eingabe 10010 durch.

Aufgabe 3 (Mealy-Automat). Ein Mealy-Automat liest Bits und gibt nach jedem Bit aus, ob
die Anzahl der bisher gelesenen Einsen ungerade ist (Ausgabe 1) oder gerade (Ausgabe 0). Zeichnen
Sie ihn mit zwei Zustdnden und geben Sie die Ausgabe fiir 1101 an.

Aufgabe 4 (Minimieren). Minimieren Sie den DEA (Alphabet {0, 1}, Start A):

Endzustand?

1
(Start) C nein
E nein
D nein
D ja
D ja
D nein

MEHOQWE| >
piwlwiicsBwiocll s

Streichen Sie zuerst unerreichbare Zustdnde. Beschreiben Sie die Sprache des Minimalautomaten.

Aufgabe 5 (NEA). Der NEA akzeptiert alle Worter, die bb enthalten. Wandeln Sie ihn mit der
Teilmengenkonstruktion in einen DEA um.

a,b a,b
b b

Aufgabe 6 (regulidre Grammatik). Geben Sie zu Ihrem Automaten aus Aufgabe 1 eine regulire
Grammatik an und leiten Sie abba ab.

Aufgabe 7 (kontextfreie Grammatik). Geben Sie eine Grammatik fiir {a"cb™ | n > 0} an und
leiten Sie aaacbbb ab. Von welchem Typ ist sie? Warum gibt es keinen DEA fiir diese Sprache?

Aufgabe 8 (Chomsky-Typen). Bestimmen Sie den hochsten moglichen Typ: (a) S — aS | b
(b) S —aSb|ab (¢) S —aB, B—bS|b (d)S— AB, AB— BA, A—a, B—b

Aufgabe 9 (Kellerautomat). Rechnen Sie mit dem Klammerautomaten aus 6.2 die Eingabe
(O) O# durch (Resteingabe und Keller nach jedem Schritt). Warum wird ()) (# nicht akzeptiert?

Aufgabe 10 (Turingmaschine entwerfen). Entwerfen Sie eine Turingmaschine, die in einer
Bitfolge jede 0 durch 1 und jede 1 durch 0 ersetzt und am Ende hélt. Rechnen Sie 0110 durch.

Aufgabe 11 (Turingmaschine rechnen). Rechnen Sie den Akzeptor fiir a™b" aus 7.4 mit dem
Wort abab durch. Wo und warum haélt er?

Aufgabe 12 (formale Beschreibung). Geben Sie die Automaten als Tupel an (Mengen aus-
schreiben, ¢ bzw. w diirfen auf die Tabelle verweisen): (a) den Moore-Automaten fiir 1101 aus 1.2,
(b) den Strichbreiten-Automaten aus 2.3, (c¢) den DEA ,endet auf ab“ aus 2.4.
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Aufgabe 13 (Minimieren am Barcode). Minimieren Sie den Strichbreiten-Automaten aus 2.3
(vollstdndige Tabelle mit Fangzustand F') mit dem Tabellenverfahren. Welche Zustédnde werden
verschmolzen? Begriinden Sie das Ergebnis auch inhaltlich: Was ,weif}“ der Automat in diesen
Zustdnden iiber die bisher gelesene Folge?

10 Losungen

Losung 1. Sj: gerade Anzahl a (Start- und Endzustand), Si: ungerade. a wechselt, b &ndert nichts.

b b
a
Start —> ) a b Endzustand?
* So (Start) S1  So ja
S1 So 51 nein

Losung 2. Zustand R, = Rest 7 der bisher gelesenen Zahl; (R, z) = R(2,12) mod 3-

0 1
1 0
Start —> @ 0 0 1 Ausgabe
1 0 Ry (Start) Ry Ry 1
Ry Ry Ry 0
Ry Ry Ry 0

10010: Ry —» Ry — Ry — Ry — Ry — Rp. Am Ende Ry, Ausgabe 1: 10010; = 18 ist durch 3
teilbar.

Losung 3. G: bisher gerade Anzahl Einsen, U: ungerade (Start G).

0/0 0/1
1/1

Start —>

1/0

Ausgabe flir 1101: 1001.

Losung 4. F' ist von A aus nicht erreichbar und wird gestrichen. Matrix (Zahl = Runde der
Markierung):

/A B C D
B|1
c|1 o
D0 0 0
E|{0 0 0 o
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Klassen {A}, {B,C}, {D, E}. Der Minimalautomat akzeptiert alle Worter mit mindestens zwei
Zeichen:

0,1

0,1 0,1
Start —=( A BC @

Losung 5. Teilmengentabelle (4 DEA-Zustande):

DEA-Zustand a b Endzustand?
{qo} {90} {qo, q1} nein

{q0, a1} {ao} {90, 1,2} nein
{QO7Q17Q2} {QOaQQ} {QO7Q17‘]2} ja'
{QO7QZ} {QO7q2} {QO,QLCD} ja

Losung 6. Aus dem Automaten mit Sy (Start, Ende) und Si: Sy — aSy | bSo | b, S1 — aSo|a|
bS1. Das leere Wort lisst die Grammatik weg (Sp — € wére nur erlaubt, wenn Sy auf keiner rechten
Seite vorkommt).

Ableitung: Sy = aS1 = abS1 = abbS; = abba.

Losung 7. S — aSb | ¢, kontextfrei (Typ 2): S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaacbbb. Ein DEA
miisste die Anzahl der a unbegrenzt mitziahlen, um sie mit den b zu vergleichen (wie bei a"b").

Losung 8. (a) Typ 3 (reguldr) (b) Typ 2 (kontextfrei, S steht in der Mitte) (c¢) Typ 3 (d)
Typ 1 (kontextsensitiv): AB — BA hat links zwei Zeichen, ist also nicht kontextfrei; keine Regel
verkiirzt (|a] < |8]).

Losung 9.

Schritt Resteingabe Keller

0 O0# 2
1 0)0# Kz
2 NO#  KKZ
3 O# Kz
4 ()# z
5 V# K7
6 +# Z
7 € €

Bei ()) (# ist nach den ersten beiden Zeichen der Keller wieder auf Z. Die dritte Klammer ) trifft
auf Z — dafiir gibt es keinen Ubergang, der Automat bleibt nach 2 Zeichen stecken.

Losung 10.

Schritt Zustand Band (Kopf in [])

Zustand liest neuer Zustand schreibt Kopf 0 qo [0]110
1 1[1]10
qo0 0 q0 1 R o
2 qo0 10[1]0
qo 1 ) 0 R
o N 3 % 100[0]
w - - 4 g  1001[_]
5 halt 1001[_]
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Losung 11.

Schritt Zustand Band (Kopf in [])

0 qo [a]lbab
1 q1 X[blab
2 q2 [X]Yab
3 qo X[Y]ab
4 q3 XY[alb
5 nein XY[alb

Nach dem ersten Paar (XY) findet gy kein a mehr, sondern ein Y und geht nach g3, um zu priifen,
ob nur noch Y folgen. Dort steht aber noch ein a (g3 liest a): kein Ubergang, die Maschine hélt mit
nein. Richtig so, denn abab hat nicht die Form a™b™.

Losung 12. (a)

Formal: A = (X,Y,S,s0,0,w) mit X = {0, 1} ; S = {So, S1, S2, S3, Su}; so=Sp; Y =
{0,1}; 0 und w:S — Y: siehe Tabelle.

(b)

Formal: A = (X,S,s0,0,F) mit X = {Z, -} (Z = Breite 1-4); S = {So, A, B, C, D, F};
so=S0; E ={A}; J: siehe Tabelle.

()

Formal: A = (X, S,s0,0,E) mit X = {a, b} ; S = {So, S1, Sa}; so=S0; E ={S2}; o:
siehe Tabelle.

Losung 13. Alle Zusténde sind erreichbar. Matrix (Zahl = Runde der Markierung):

|
Runde 0: {Sp, A}, {A,B}, {A,C}, {A,D}, {A,F}; Runde 1: {Sy, B}, {So,C}, {So,F}, {B,D},
{C,D}, {D,F}; Runde 2: {B,C}, {C,F}; Runde 3: {B,F}. In Runde 4 &ndert sich nichts mehr.
Unmarkiert bleibt nur {Sp, D}: Beide sind keine Endzustinde, beide fithren mit Z nach A und mit
- nach F'. Inhaltlich erwartet der Automat in beiden als Néchstes einen schwarzen Strich — ob am
Anfang oder nach einer Liicke, spielt fiir den Rest der Folge keine Rolle. D wird mit Sy verschmol-
zen, der Ubergang C' — D wird zu C' — Sy. Der Automat in 2.3 ist also korrekt, aber nicht minimal:

D macht ihn leichter verstandlich, ist aber {iberfliissig. Minimalautomat mit 5 statt 6 Zustédnden
(F wie in 2.3 nicht eingezeichnet):

|95)
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